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Gehele functles ven het exponentitle type.
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Inhoud, 1. Wasrschuwing,
« Inleiding over Fouritsr~integralen,
3. Stellingen van het typs Phragmén~Lindeldl,
4, Br op los, _
5. EBen sbelling ven Pdlya, Methoden van Wiener em Levinson,
6, Iets over nulpunten.

it im geen overzicht van alles, wabt er gepubliceerd is over he®
onderwerp. Dab im zmesr veel. Zie by, Cermicheel 1934, Doas 1942 en
de Mathematical Revieuws, Misschien heb ik leter nog wel eens gelegen-
heid voor een overszicht,
Dit zijn een pear grepen., Ze verschijnen hier ale toepassingen van de
gemengd complexe-rodle methoden van de aschool van Norbert Wiener.

2, Ia2¢ Fourier-~integralen,

Integralen zijn Lebaa%ue-integmlem We gzeggen datb
f{x) & Iazfa,b“} ales F{x) mae'is'g&ar im, berwiil

f ()l ax

bestaat, In het vervolg wnra’a voor Lz(mw » %6 ) kortweg 1-2 genchrasven,
in L, word% een metriek ingevoerd door de afstandiefinitie

ga . %,
(£,87 =4 fleen) - glatPaxf .
| e
Yefinitie, - £f{x) = L.i.m, :E‘n(:x:)
' B oy S :
betekent (2.7, 320,(n-¥ LY I

Stellim van Weyl (Rlesz-Fischer): ale ©,8L, (R = 1 2, P I
(2aef, )00 (nomes®e},
cm.n besta&i e'r een ﬂﬁhe ao’, dat
e (£,8,)70, (n—co).
Spmerking, Als £,£L,(n =1, 2, ,..),

) f = igi&ma fng g . lm :t 8

" e ; S o B
tan 18 (£,8) = Q0 - {¥(x) ~ g(x)} is ijna overal O
S ‘ C g 2 a ‘
M €I, den 28 £(x) = Lim, L [ T 2(yday
e | Ees @ = 1

%



b} Ala f(m} analytiech is :mg an op de Tand ven aen'&aek met épenmg \

HE

Dpmerking, Als

Bielling ven Plapcherel. Als f(x)@ L, dan bestaat ar cen gi{ulé L2 m dat

¢ in

(u) w l.i.m, i soind f(x;a xd:zh
Aepn VT '-g; ,

{(Fourier-getransformeerde van £{x)}.

Den 1a cumgekeerd

A
f(x l& a L] lm{d [ed
)= A«-—;zw WW’ 3& elwle” "

S e Bau J 3:’3‘(1:)@2

n(n) = % S e (x)0 W Fax

= hy

Tenslotte is

bestast, is (Ssh) @ Og

Btelling ven Parseval. Als 7,(x)€ L., fa{’x)ﬁza,, ais gq{(n) en gg(u) de
@a*Wiarmgetrmfcmnerden zijn van €, Qa) resp, ¥ 2(;::), dan i@

i

; &«§€u)£§2(u)ﬁ Wigy » f £y {n)E,(y-x)ax,

| i’t:eratuurs Ti‘bchmrsh 1937,

Phragmén-LindelB8f voor functies van het exponentigle type.

L ~ We beschouwsn een funetie £(z), analytiach in een zich near het% on-

indlge unitstrekkend gebied G, Leatb

M‘_r) B bQVo grc.» Bf(ﬁ)%
iz2t=
BEG

Flz) heet van het exponentidle WP" # in @, als

1im gup Mﬁl |

i T3t
Als £(z) van het exp. type is in &, bestast er een A 50, dat
6 £{e), = ﬂ‘&'m? ) in @,

m) Als £(z) analytisch is in de strockw 4 x ¢ £ en sldsar van heb 8P,

- type, als vevrdsr | :,;/

2o 4 il B L le(@+ wilg B /)

dan is 190z + iy)B E (x=g=x<pal. WM% v
(Bewijm beaschouw £(zle &t » 403, %/:

W{; %, en aldasr van het exp. type, als verder

Ce(8)j g K op de ramd,
d&n is | &:t‘(a}gfg X in de hosk,




B * R
B

by

. A5
demie S ety fay gfﬁf(iy)lady,, (x 2 0.
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{(Bewijs: beschouw een hoek eymmetgiaeh t.0.v, de reble as met opening
nesr rechts en kijk near £(z}e"%% , wasrin §30 en £31 88, dst [ <.
Als f{=) analytisch is voor x ) 0 en aldesr van het type O, }la verder

ledapdi< x, =
den is }f(z}s < K, {x20). 0/
(Bewijs: beschouw £(z)¢ ‘(é‘} Q). Paa op deze functie in het serste
en im het vierde kwadrant afzonderlijkd ) toe, We
vinden o, dat §f{z}e‘"’&l§ M,(x 2 0), wearin ¥ het gmo‘bate ig van de
getallen X en het maximum ven if(x)e“‘g‘kx 2 0 {£(x)e “!km echter
geen maximum hebben >E, daar £{z)69% dan in een "inwendig punt® van
het halfvlek x > 0 een ma”imum ‘zou hebben.) -
Literatuuy: Ti‘bchmamh 1947.

Thans enkele corresponderende atellingen voor functies, die 1angs de
rend tot Ly behoren.

Als £{z) smelytisch 1s in de strook o ¢ x ¢ g en aldaar Vanmt exp .

type, ala verder | | =
T{ot+ly) 8Ly, £(8 +iy) € Ly, V/;?:
mm is D f

f gf{:m-iy)gz dy < f Tl +1y)§2ﬁy e&fﬁf(ﬁ-ﬁ»iy)] ZdyJ {x< ,..<,ﬁ}”

b L
(Bewiis: £{xsiy) = ﬁ‘ﬁa j ‘%ﬁa__l—dt ..35; ;‘. ) ot
(< =< 8),  Sto fiedlx-Zy +e *)(«w)/ |
Hierult wvolgt, dat er een meetbare functie g(u) bestast ®d, dab
glnye™ g Ly VOOFHK < igﬁ )

en Aok
Flx+iy) = 1 1oMe % (u)e(mwmdu {'xd 14(33)

é""}

} Als £{=) ~ualytisch is voor x 2 O en eldear ven het type O, alg verder

fliy)e La;

\\\T\\\\

(Bewije: e | Y

f{xely) = - .L J o, o 0
{zy0)}. BRI «X-wéj '
HBieruit sm‘tgt, dat er een funetie g(un) & Lo bastast zcg dat

Flxedy) = L. iumnps. fg(u)e(x*iﬁudu (x.} 0))

, A=y 0 B 2 ' e
Litergbuur: Paley en Wiener 1934. ‘ e S
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4. Bepresentaties., BHen gehele Ffupebie £{Z) van het exponentidle type
2PN
7308 elke B A{mear voor geen B<L A (B30
Toor R(n) > A besteat Gus de Laplace-getransforneerde

2%
glu) = é £(x)e 3z,

In plasis van langs de redle as kan men in een willekeurige richting
van O naar o integreren: g(u) is dus malytisc:h voor lul9e A, Men kan
fiz) wit g{u) vinden door

{43 £{z) a}:%,—f s™g(u)dn,

A |
waarin dg comtour ¢ eenmaal in positieve ziBH0l de oirkeliul= A loopi,
Elke voor {ul>A enalybtische functie g(u) geeft nldus sanlelding tot een
functie (2} ven het exp, type ({ A).
aiberatuur: Doetsch 1937

’e?ii;} izwereaseren ons speciasl voor gehele functies van het exp. type
%.L- 5, die lanau een bepsalde recohte, zeg de rekle ag, tot 3}2 behoren, Ise
klasae van deze functles ig Memiak met de klesse der functies

{23 () s%fg(u)eimdu,

waarti) g(u) € Io(~4,4).
Depe stelling is hier. iets scherper geformuleerddan bij Paley en
Wiener 1934, Het bewiis geat net 50«'
Laat B3 A; Wo hebben £(z) = O(e Bi=l Y« Beschouw de hulpfunctie
,-BE AL
wﬁ;wm f{iw)aw = P(z), (é; >y
=

e

%4 z) is hegromed op de imsg. as en op de positiel vedle as, en ven het
exp, type., F(z) is dus begrened voor x 2 0. Uit 3,8) volgh, dear cofs
B(iy) £ Ly,
| P(z) -st(u)emdu s (x 2 0),

wearin {(u) € Tn. (ve oneigﬁ int. in de =min vam Ly).
Bisrult yolgt P
=

{I¢ ss) 4 0). Evenzo v:mdan we
£ j’ wﬂw)m = :{é w(wﬂ)ei"‘%u, (H(n) € Ly),

&
{(3{z) 2_ 0). Hieruit volgt s dat de I’curierngetrmammeerde van
X7
(3} £ 4 £(w)aw

voor lul> B bijne overal nul is. Dit geldt voor slle B> A, dus is de
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%‘ourier«getransfomeerﬁe van (3) voor jul» 4 aequivalent nul. Nu is de

v?ouriar»getrami’. g{a) van £(x) de 1.i.m, (£~ 0) van de getranaf, ven
'[3)s dus atu)NO, lul 3 As

| A
£{x) = Vﬁ* "{‘: s{u)eimdu,

. Als #(z) van het. exp. type A ia, en laugs een lijm Yo% L, behoort,

£(s) w0 (eARH),
goor A) 0 volgt dit uit de vepresentatis () en de ongoli;khem van

Behwarts:

§ Bf(z)k -L{/k;(u)l adu} {fe“"m@’ dufZ
% . = aonst, in =6 (@ m)

Yoor A= 0 volgt het divect uit (2): dan is nl. f(z)” Qq

5. Een stellins ven Pélye,

- Aan ‘hst slot ven 4. vonden we, dat een gehele functie van het exp. type
D, die la.ngn een lijn tot Ly behoort, noodzekelljk®Q is. Dit is een
*'mlogon voor L, ven de klessieke stelling van Berns nstein, dle zegt dat
“ben gehele Tunctie van het exp..type Q, dle. langm een lijn begrenad is,
aocdmelijk constant moat zijn. (Bewijss 3.0))s

ya. Ale £(s) een gehels funchie ia van het type O, en
e sk, (0e0,% 4,£2,...),

im £{s) een constante,
:“ .an deze stelling zija vele bewijzen gegeven, onder andere door Pachakew

o.v‘.'f en Szegl,

Bo’t Bewljs ven Paley en Wiener (1934). Men mag £(z) wel gven onderstellen.
¥oor oneven £(r) volgt de stelling dan door £(=)/s te beachouwen; voor
willekeurige £(s) door spliteing in een even en cen oneven deel,

y eschouw 1R g(z) ,{f(g.) - :ef(o)} /2%,
%16:*?001* is .Z | g(n)l < o,

%?e *ﬁmerycxarw" g(xa) ;%gt
(x) =2 2 g(n)

| T?’(n«a)‘
In het volgende bew:t.;men we, dat g{z) = G(=®). Daar G{s) begrenad is op

de redle ass
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Je(n)i® £ 2 1nglall 2; %Mwim
| | S ~fo

5® 17 (nex)?

B0 O
< 3 logta)}? Z 4

pe hap e ,‘\3.%7

8 dug g(s) Degrensd op de resle ms, Maar g{w) is van het type C. Volgens
e #telling van Bernstein is dus g(z) een constante, die unam aul kan
ijn. Tepslotte bIijkt dus £(z) = £(0),

Reat te bewljzen, aat' g{s) = ¢{z), We weten, da%
ety #1307, wvor, 2l 2,
Fors m: &g, gehele fumatis " He):{ w-gmmm. Voos, alls £ an ol
£ ) a
4 ﬁmir)ﬂg}'ﬂ et 0{3 @Mf o 05{;&3

%f“m in un, H:Lemi‘b volgtk, dat ,
| _;! JBine 4) » 17}l 2y = o(2E oIk )mﬂ'f&wwﬁ ,&g&?

é‘*’dz}

it 3.4) 'mlgb ma, dat | 0
[&ﬂ&w } Hezyl

| f VEf(xeay)i | Edy ots*#™h, Izl'-' MW ,,g( 2o
Fe passen de ntelling ven Gamhy toes “ P /%yga i

,»,, f H(x4iy) o'Wy « ”""“f H(iy)aiwdy”" "‘“‘5& (u) «4?

* it de atelling van Planehere‘xva&yb:

Ll 1220y o o(stbh

1 kan ulleen ale g{u)~0 voor ;u{ >4 & 1s willekeurig positief; dus
0 (n) #Q, Hear dan moet H(z)= 0, dus

g{s) = 8(z) h.t.b.w.

5.,2 8, van I.evw;ggon ;gg » levinson vervang® de voorwaarde

P8t n) | € K ,(n = 0,1,2,...),
dooxr E{E T }55 E ,{n = 0,1,2,.54).

Farm noet {z!& egen ri;} complexe getallen zijn, waarvan de modull Ty

ot te veel van n (of ven eexa constante keer n) afwilken, b.v,

Py D= 0{ W j , 8 P,
Bovendien mcetan de Ty ‘i let op de duur al Ve weinig gean ?erachillem
PZ’ kam nog ’013 gen vocrwwm» zoals ‘ L

Toed = Ty )#(n}-&)n .,\

:n'n bewils ven deze stelling berust op de vo gs%e lobere ,g_ﬂ,ga“v;,g
elling: Iaat M(x) een poaiticva even ﬂmm:ia sijn, cue vmr x>o

e T Sl
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b

monotoon dalend is, en die ~ybs 228 x40 .

Leat ¢#{z) analytisch zijn voor 1xw 8, [¥1< b, en laab i?{xﬂy} < M{x)
«‘ in de rechthoek,

Als pu | loglog M(x) dx baata&t dex is er bij clke &350 een constante Gz
&\‘%fo) 5y 2, dat

%gmmy} ¢, (j®g e Lol p-a).

Het kost nogal wat moeif:e om dit te bewiljzen.lk zal het hier niet in het al=
fla nl. Mx) = 1/fx]™ (&>0).
We gzoeken een functie @ {z),analytisch in en op de rand van hef rood om=
iiinﬁe gebied,behalva in g = = byzbdanig,dat g@ (z)l in ds naar xb gaande
aswémls" van het gebied minstens zo sterk als 1/M{x) naar nmul gaat,berwijl
i@w(z}] ¢, (8) > 0in |Hg ajylE b -4

%ls M(x) = 1/1x]% voldost blijkbaar

F (=)= mé?“ .,.g?

Ku is in het rode geblsd

[t & (2] € mjFlgc,,
waarin C; onathankelijk is van ( {z}.In de rechthoek ix|< a, ig b=g
z!s dan '

gemesn doen,maar 3

\ga(z)g £ Cyfcy = C ((x), &),

Wﬁ bawljzen nu even g QOrspropialli.lie gLe

?“""' clke N >0 zi] gedefinieerd
| wL f’g*@‘ e
gl




wearin w = v + iv.Daar op de integratieweg (z = 1 y)

2y | _ | |
Ay Tz,
voor elke & > 0,is Fy (w) anslytisch in de strook lvl < T
w-vlode !’ | Als u< 0, J v/ 77, kan de integratie-

‘/‘/ ey ) / - weg in (1) met sen boog naar rechts wor=
// ///. "/ 4 den gesloten:

' e , - nel N . . +aw
?ﬁ///ﬂ# /// FN(W‘“,E; {(=1)7 nf {nle R {11(0

ivic Wj
Svenzo Fylule g (=120 el (an) e B 5 (
d=q ; gvb«;: 7;’))
Nu kunnen we zondsr beperking sannemsn,dat .
{£¢en) | L1, (n=13256000
Dan volgt ult bovenstaunde reakgen voor Fg(w):
{2} ‘&F (wil z,, ne nlul £ % » (A onafh.van N).

Neem nu in Levinson's hulpstelling M{u) = A/u2 YWe vinden danga=1i en
8 b bv.gelijk 1 nemsnd,

£3) ey} € ¢, el < 1.
Uierin 1s C omafhankelijk van N.Uit {2} en (3) volgt
(C I EFN(H) P < /-ﬁﬁl‘g » (- G0 & uces).

(3 onafhankelijk van H).

Lossen we tenslote

R

@m?}'f?«»

uit de Fourier«integmal (1) {met z=iy,v=u) op,dan vinden we in verband
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ot - L
| %f(iy)i < sg""““”@}! #

7

Laat W «y B®,  Daar B onafh.is van N,zien we dat
i vl € 1.
?ﬁit 3.:% volgt nu,dat
| el € 1,

Kdus ‘fi z) 1s esen cdnstante.

k‘

i
i

6 ,'.Lg_t gn?

W}, Als Iz} van het exp.type o € ¥ 1s,dan volgt uit

C(n)=0 (n=0,1425...) dat £(3)S0.(Het is al voldoende als £(z) voor

X % O aual.ls en van sen of ander exp.type,terwijl £(iy) = 0¢ )
Ciyt =pow },voor zeksre d'y 0).Iiteratuur:Titchmarsh 19%7.

{Boss) Als £(z) 'geheel is, .
1023} < £(]z1) ™ &

@gé«:’ f514m E(r) = O (r =220 ),terwijl
£{z,) = 0, (090,1,2,.0..),

waarin Vs, ~nl< &,

dan is £(2)E 0 . {(Zie Boas 194%0).

{Levinson) We kunnen veel algemener xrijen {zng van nulpunten toslaten,

als we de groel van P{z) in een bepa&lde richting sterk beperken:

{1+ iyi}“gy,

Als f(z'ﬁ gaheel is en van het exp.type o ,als

fw;%‘-»f)
Lo s ﬁﬂ

X900

bestaat sp als
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dan hebben de nulpunten van £(z) zowel in x 2 0 als x € O een dichtheld

Bydie € ;-;é is.D.W.z.als n,(r) het aantal nulpunten is van £(z)
met x 2 0,2z} ¥rydan bestaat

un 8 5,
ALY z
en B £ %;. ~ #venzo voor het aantal wulpunten nZ{r) inx<g 0,
lzlg r.

Deze stelling van Levinson (19%0) drukt uit,dat ecen functie van het
exp.type o wesl op sin ol 3 1ijkt,als hij nist te groot is langs de |
regle as, Zijn nulpuntsn liggen nl.ook "dicht Wi j§ de re&le as",en ze

nedben cen dlchtheld in de bovengenoemds zin.Die dichtheid is tenslotte
£ X , de dichtheid bij sin (X z.

~
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